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251. 


SUR QUELQUES FORMULES POUR LA DIFFÉRENTIATION. 


[From the Annali di Matematica pura ed applicata (Tortolini) tom. IL (1859), 
pp. 214—230. Traduction par l’auteur dun mémoire présenté à la Société Royale 
de Londres le 26 Novembre, 1857. 


EN cherchant une formule dans la théorie des intégrales définies multiples je fus 
conduit il y a plusieurs années à chercher les coefficients différentiels successifs de 
l'expression (Væ +A— Nge + p)’, et les résultats que j'ai trouvés sont donnés dans le 
Mémoire “On certain formulæ for differentiation with applications to the evaluation of 
definite integrals,” Camb. and Dublin Mathematical Journal, tom. 11. pp. 122—128 (1847), 
[41]. J'ai depuis cherché les coefficients différentiels successifs de l'expression plus générale 
[((@ +A) (æ +) (Va + Aa NV æ + u), mais l'investigation n'était pas achevée. Mon atten- 
tion fut rappelée à ce sujet par deux identités remarquables trouvées par le Prof. 
Donkin dans son Mémoire “On the equation of Laplace’s functions ete.” Phil. Trans. 
tom. CXLVII. (1857), pp. 43—57, au moyen de la comparaison de ses résultats avec ceux 
du Prof. Boole; identités qui appartenaient, je l'aperçus, à la classe des formules 
ci-dessus mentionnées: la première de ces deux identités se déduit en effet assez 
facilement d'une formule exposée dans mon mémoire; la démonstration de la seconde 
identité est beaucoup plus difficile, et je mai réussi à l’établir qu’en la faisant dépendre 
de l'établissement de l'égalité des coefficients numériques de deux expressions de la 
même forme. Je suis depuis revenu aux investigations incomplètes dont j'ai parlé 
ci-dessus et les résultats que j'ai trouvés sont donnés dans le présent mémoire. Je 
remarque qu'en écrivant pour abréger 


P=2r+atu, Q=V(a+N)(v+u), R=(Ve+A-Vrru), 


le sujet auquel appartiennent tous les résultats est la différentiation de l'expression 
PaQ8 RY: l'expression ci-dessus mentionnée [(a+X)(æ +u)]# (Væ+A-—Vr+u) est de la 
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forme dont il s’agit, et la question qui s'y rapporte est celle d'obtenir le développe- 
ment de D#P«Q8RY, où a= 0. 


La question suggérée par la seconde identité du Prof. Donkin est celle d'obtenir 
le développement de (P-1Q4D,)* P«Q8RY, où a=y-— 8. Comme la démonstration de ces 
identités est l’un des objets de ce Mémoire, j'ai donné dans la première section la 
réduction des identités à la forme sous laquelle je les ai depuis considérées. La 
seconde section se rapporte au développement de l'expression D#P«QSRY, où a=0; la 
troisième section à celui de l’expression (P-1Q@4D,)* P«QFRY, où a=7y—8: enfin la 
quatrième section contient l'application des deux identités, et quelques autres appli- 
cations des formules. 


SL 
1. La première des deux identités du Prof. Donkin est 
(sin 0D; sin 8)" (tang 40} =1.3.5 ... (2n — 1) (sin 0)”, 
laquelle est l'équation (27) article No. 14, de son Mémoire(). 


En écrivant cot 0 =t, l'équation devient 


ana Ite- 1.3.5... (2-1) 
T 


(1 L Tah , 
et en posant comme à lordinaire t = ~V = 1 on obtient 

NI+E—t=—}(MVt+i—vt— iY, 
et en écrivant aussi 

1.3.5... (2n —-1)=2".4.3.5...(n—-4)=2"[n-4}, 
la formule devient 
Dr (Vt+i-vt-iy" _ 2 [n-— }]" 
r Mite aA EN. 


Ceci est un cas particulier de 
n(Wa+a-Va+u}t _ (Y (R- u” [n-}]" 
V@+n)(œ+y) [ENEH 
ou, en écrivant comme auparavant 
P=2æ+A+m, Q=V(@+N (a+), R=[Ve+a- Ne p], 


la formule est 


D,” QR? ë (—}" (À a p}" [n I $] gma, 


1 Vedi la nota in fine. [This Note by the Editor, Professor Tortolini, relating merely to the transformation 
(sin 0D, sin 0)” = (sin 0)™ (sin? 4D,)" sin 4, is not here reproduced.] 
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2. (1) La comparaison mentionnée article No. 5 du Mémoire du Prof. Donkin donne 


(sin 8)-* (sin 0 D,sin 4)" if [e e®N— tang 40 + (En a)l} 


=u” (2, 1y fo HEYS E, ai pu :) 


l+u 


+ GUY F EAT ei JL 


où w=cos 6, et après les différentiations w=cos@. Les parties qui contiennent les 
fonctions indéterminées f et F doivent être égales, chacune prise à part de l’autre. 
Les parties qui contiennent f seront égales, si cette égalité subsiste pour fr =s, où s 
est un indice quelconque; c’est-à-dire légalité subsistera si 


(sin 0)" (sin 0 D, sin 0)" (tang 40) 


=p" (2, J CAE e (SET 
dd RE EN (D Z) EH TE: 


ou enfin en écrivant p, au lieu de y’, si 


(sin 0)” (sin 0 D, sin 6)" (tang 40Y = ps (1 — pe} (D, y aa © E 27) A 


où w=cos 0; cest en effet la seconde des deux identités du Prof. Donkin. L'égalité 
des parties qui contiennent F dépend de la même manière de l'équation 


(sin 8)-" (sin 8 Do sin 6)" (tang 38) =(—)" 1 — w} (D, y ant (1 — a}, 
laquelle se déduit de l’autre équation en y écrivant 180° — 0 au lieu de 8. 
3. La seconde identité (voir article No. 16) est 
(sin 0) (sin 0 D, sin 6)" (tang 46) = pa (1 — p°)! (D, =) pats (L + u)’, 


où comme auparavant w=cos0. En écrivant cotô=t, et en faisant attention que le 
côté gauche de l'équation peut s'écrire sous la forme 
(sin 0) ”— (sin? 4 De)” sin 0 (tang 46)", 


et que lon a 


sin 0 = 7 , tangk0=V1+#-1, sin 0 Dy=-D,, 


1 Le lecteur pourrait omettre cet article, qui ne fait que montrer qu'une certaine formule du Professeur 
Donkin se réduit à son identité seconde. 


C. IV. 18 
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le côté gauche devient 
(VI+E— 1} : 
NEFI 


(—}" (1 4 pn D," 


Le côté droit peut s’écrire sous la forme 


Trai (1 Te yD G D.) parer (1 + pets, 


et en observant que 
Wiid E LE an 
aie E TA 


le côté droit devient 


dn-s+1 (1 + pY 2 tr+s—1 
(L +) a ( t ) A+ (V1 +e- ps? 


= en comparant les deux expressions on obtient 


LEE De LEE D (LEA D aa 
gn-s+1 t VI +e t : (1+ pja (V1 +e- t)r 2 


et de là, en écrivant comme auparavant t= M =l, et 


NIE- = L(VE ri vt-i 
la formule devient 


(e HT y a E E A E O A 
2% POAN AVE (2) Rene She 


laquelle est un cas particulier de 


2æ+A+ p ad (s+ À) (æ H u) (Na+ 72 dr $ py" 


[EENEN pp (VEERSE p” 
(2x + À + Paa M a (æ LG D'@+u) 


c'est-à-dire de 


CP Q: D.) (Prts Qat ie) paa P-n+s-1 Qent D,” (Q~ R’), 


SIT. 


4. En écrivant comme auparavant 


P=2x+r4+u Q=N(a+ (cru), R=(Va+À)-Vz+u}, 


on a R= P-20, et en écrivant pour abréger (À — u} = A, 


WwWw.rcin.org.pl 


251] SUR QUELQUES FORMULES POUR ŁA DIFFÉRENTIATION. 139 


on obtient aussi 


A=P— 4, SPRE SQ: 


Yv > 


on trouve de plus 


DP=2, D=} DR=-0. 


5. Les dernières formules donnent 
D, PQ RY = +4 BP QB— RY — yP“ Q8— RY + 2aPa-1 Q8 RY, 
formule dont on pourrait se servir pour chercher D,"PeQ5RY; on a par exemple 
De? P-Q RY =}48 (8 — 2) Pet Q~ RY — $y (28 — 1) Pe Q8- Ry 
+ [8 (2a + 1) + y] Pa Q8— RY — 4ay Pa QB— RY + 4 (a — 1) yP Q8 Ry, 
et ainsi de suite. Et de même 
P=Æ¥D, P°Q8RY =48P° Q8+ RY — yPe-1 QB+3 RY + 24Pa-2 Q8+ Ry, 

et de là 

(P= OD.) PeQPRY = 48 (B + 2) Pe QP RY — 4 (28 + 3) y Pe~ QP+ Ry 

+ [2a (B + 2) + y°] P> QE+ RY — 2 (2a —1) y Pe Q8+7 Ry 
+ 4a (a — 2) Pat Q8+ Ry, 

et ainsi de suite. Mais il serait difficile d'obtenir de cette manière l'expression de la 


r-ième répétition de l'opération Dz, ou P1QD,, sur P«QSRY et je ne poursuis pas la 
question. 


6. Je vais à présent chercher le développement de D,” P°Q°RY (a =0) ou ce qui 
est la même chose D,” Q8RY. On a 


D, Q@Rr= BP Q+ Rr—y@ Pr, 
ou en substituant pour P la valeur 
A 
P R ag 2Q, 


on & 


D, QRY = — (B + y) ~ RY — 48 AQP R~. 
La répétition de lopération D, donne évidemment une expression de la forme 


DQR = (-Y L, VAr ir 


1 È, A? Q8-r- Ry 


ui Gp ABE 7. 


P F L,, ur. A” Q Rrr, 
18—2 
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et on obtient pour L, 4 l'équation aux différences 

Len on — (8+y—7—20 — 2) L, on —(8—r 0) Lr o =0, 
laquelle, avec les conditions particulières 

L,,.1=0, La =0, Bi 
suffit pour déterminer les coefficients L,,, de la formule. 


7. Avant d'aller plus loin, je vais considérer le cas particulier 8=0. L’équation 
aux différences est ici 


Lry, 0+1 — (y — r— 20 — 2) L; 0+1 T (r +0) L,, o =0, 
et l’on satisfait à cette équation en posant 


rto- y- 


Ta ZTO 


ou, ce qui est la même chose, 


rare ALA AAt he Gi 
ji [r -0 — 1} ; 


En effet on déduit de la première expression 
Bai a À ps de 20 — 2) L,, 0+1 


a (ity — 112 fn — A — 971r-0—2 
7 20n[0+1j# (r+0)[r+0-—1]"[y-0—2] 


x[(r+80+1)(y—-r)—-(y—-r-20-—2)(r—-0—1)], 


et le facteur en [ ] est 2(9+1)(y—@—1), de manière que l'expression devient 


-AR +0 +817 07-007 


ce qui est 


=— (r + 0) L, o. 


L’équation aux différences est donc satisfaite ; les conditions pour les limites sont aussi 
satisfaites, et la valeur qui vient d’être donnée est donc celle de Z, e dans le cas 
particulier dont il sagit où 8 = 0. 


8. Il sera convenable d'écrire 


Fy arre- te EE ER A i 
de 2% [0]? PT ot tele ll 


et alors en observant que L, o, ou L, ọ se réduit à zéro pour 8 =r, on obtient 


CL Dg Rr = Le Q7 R aat Lee A9 QT R + Lo A QE Br 
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9. Cela est en effet sous une forme un peu modifiée la formule fondamentale de 
mon mémoire dans le Camb. and Dub. Math. Journal; la valeur qu'on y trouve du 
coefficient K, 4 (en mettant y au lieu de 2 est) 


_T-$-8)T(2r-1-0)T(y-r-80- 1) 


Kro BAOL CTE y CEEE 


et le coefficient L, e (8 =0) du présent mémoire est lié avec K, 4 par l'équation 
8 


= IA = US, Cl] = he. r—1—0* 


La valeur de Lpr est [r—3]1, et pour r=y+1 le coefficient devient [y—4}r, et 
tous les autres coefficients se réduisent à zéro: la formule devient donc tout simplement 


OÙ pars Rr= r-r Ar gm, 


10. Dans le cas r>y+1 il convient de modifier la forme de léquation. J'écris 
r=y+1l+s, puis en faisant attention que les coefficients L’,,,:,4 se réduisent à zéro 
pour 0< y, on peut écrire y+0 au lieu de 8, et dans la formule nouvelle étendre 0 
depuis 0 = 0 jusqu'à 0=s. On a ainsi 


CR PEA / 9 J 
y Dyr Rr= L Y+1+8, Y AF TETN 


B L Fe e AY+0()—2Y-1-s-8 R-0 
v+H1+S, YT 


+ Lyon ANT QE TRS, 
et dans cette équation le côté gauche peut s'exprimer sous la forme 
L'n, Y AY (—} D,’ a, 


On obtient ainsi 


D,’ Qora =: Ey : Qi 
Ji L”, 9 A8 Qt R 


a Tika AS Q7- RS 
où Ls, o= (Y Lyts, y40 — D'yan, y, et en substituant pour les coefficients Z’ leurs valeurs, 
et en faisant attention que [— 0 — 1] = (—)—? [s], 


on trouve 
(P [2y +s + 0P sP _ (Pyt 0 E [2y + s + 0 s. 


LaF = 220 [21° [y +01 [s — 0]? 


la formule qui vient d’être trouvée est donnée sous une forme différente dans mon 
mémoire déjà cité. 
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11. Je résame l'équation générale 
Lou, ox — (8+y—7—20—2) Lr on —(8 — r — 0) Lr, o=0, 
les conditions aux limites étant comme auparavant 
Leam 0,- bra m L,o=1 
On a en particulier 
Lino—(8+y-T  )Lo = 0, 
L,41,1 —(B+y-r-— 2) L am (B= r )L,,0 = 0, 
Lens —(8+y-7—4)L,:-(8-— r-1)L,:=0, 


L,u, Tes... Cu (8 e 2r be: r 0. 
De là on voit tout de suite que les valeurs de Z,,,, L,,, sont 
T [8 +y, L,,, =[B, — 2}, 
où dans la dernière équation la notation au côté droit dénote une factorielle à diffé- 
. rence — 2. 
12. Les autres coefficients Z,,, Lr, a etc. peuvent s’obtenir successivement par une 


intégration directe des équations; et quoiqu’on ne les obtienne pas de cette manière 
sous la forme la plus commode, cependant il convient de donner l'investigation. Pour 


L, ı on peut écrire | 
, L,,1=[8+7%7-2} M, 1, 

l'équation pour M, ı sera 

MBan (8-7) +y) (E +y-1) 


Marie pyy- By Etr- Neyra) 


laquelle peut aussi s'écrire 


MM rT r a N o, 


B+y-r-2 B+y-r-1 B+y-r 
Cette équation a une solution 
A B 
FACE PRE DES) rE 
MT E T  B+y=r" 
cela donne en effet 
À, Byr SEF À, Fr B; 


a TT E A T E h a, 


et lon doit ainsi avoir 
Arn =—4 (r +2) (r+1)(y- 2), Bu-A=(r+1)r(y-1), -B,=-$r(r-1)y; 
équations qui sont satisfaites par 
A,=-+#4(r+1l)r(y-2), B,=4r(r-1)7. 


Les conditions aux limites sont aussi satisfaites, et en formant l'expression de Z,,, on 
obtient 
herbe) wedy) 


Li=[8+y-2Y (r+= eee mt D VE 
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13. La valeur de L, peut s’obtenir par un procédé semblable, et l’on a 


4, B, C, D, À. 
DE D 0 cree Ve 0 sil 

où 

Ar= H(r+1l)r((?+57—6)#+(— 11r — 31r + 42) y + (24r° + 48r — 72)), 

B, =- $r (r—1)((°+ 3r- 2)y +(— 71 — 13r +6) y + 8r°+ 16r), 

C= ÿr-1)(r-2)((+r)#+(— 3r? — 3r) y), 

AFD CED =r t 7) y), 

et l’on peut remarquer que les suites des coefficients numériques (1, 1, 1, 1), (5,3, 1, — 1); 
(—6, —2, 0, 0) ont respectivement les premières, secondes, et troisièmes différences 
égales à zéro, les suites (= 11, —7, — 3, 1), (—31, — 13, —3, —1) ont respectivement 
les secondes, et troisièmes différences égales à zéro, et la suite (24, 8, 0, 0) a les 


troisièmes différences égales à zéro. Je remarque que pour r=1, r=2 les expressions 
de Z,,;, Lr, donnent 


L =(8+y-2)(1 - 302.) = B, 


Ye y HAS, = At 6y—8) 
B+y—5 B+7y—4 J =8@-2) 


lesquelles s'accordent avec les résultats donnés par l’expression générale de ZL, , 


L:=(8+7—4)8+y-5)(1 £ 


14. L'expression de Z,, peut se transformer en 
L,1=TB[8+y-21-4r(r-1)[8+y-2}, 
et l'expression de Z,,, peut de même, avec beaucoup plus de peine, se transformer en 
{ 8(B-2)[8+y-4]" 
L,s=dr(r-1){— (r-2)8(8-1)[8+y-47— 
+$ (r-2)(r-3)} (8+1) 8B +y- 4, 


et la forme de ces équations et d’autres considérations m'ont conduit à assumer en 
général 


Li ‘y Aol]? [8+y-267— 
3 R LA [r]™ [8 +y- 207 
er à Jo 40,0 [r] [8 + y — 207 

cy Aso lr [B+y- 207. 
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15. En posant pour plus de commodité 0—1 au lieu de @ dans l'équation aux 
différences, cette équation devient 


Lr, 0 — (B +y- r — 20) Lr o= (8 -r -— 8 +1) Lr, 61, 


et puis substituant dans cette équation la valeur assumée de Z, o, et les valeurs 
correspondantes de ZL,4,9 et Lr, e—, le terme général au côté gauche sera 


x 1 
EF > 


x [(r+1)(8+y—-r7-0—0a)-(B8+y-7—20)(r-0—-0+1)]; 


LE [8 + y — > À) =S Ab, M 


l'expression en [ ] est (8+a)(8+7y7—28+1), et en substituant cette valeur le terme 
général au côté gauche devient 


br g O + 0) IHE + y 20+ IH Ao e 


Le terme général au côté droit est 


a a 
[o]° [8 TES Se 1 Hd Jo 


x (8—r-0+1)(8+7 -20 +2), 


Er [8 + y — 20 + À em Ag, À 


dont le dernier facteur est égal à 
(B+y-r-0+1+0)(B8—-20+2-0o)—-(r-0+1-0)(y+0); 
et en substituant cette valeur le terme devient 


cr. DS 


Ce rl I y 20 AN (8 20 4 20) Aese 


p 


KOJE 7 | gs I [B +y — 20 +17 (y + oo 


En écrivant dans la seconde ligne (ce qui est permis) ¢—1 au lieu de a, cette ligne 


devient 
(e 1 0+o—1 r—0—0+1 
LS d Do [r] [8 + y — 20 + 1] (y +0 —1) Ae, o1 
et les deux lignes ensemble seront 
= CF _ 1 J+ [8 — 99 + 11 -0-5H1 
[a [0 — oj-° 2 [r] [8+7 +1] 


x [(0 — c) (B — 20 +2 — o) Asmi, o + 20 (y +0 — 1) Ao, o—), 
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ce qui est le terme général au côté droit. En comparant cela avec l'expression ci- 
dessus trouvée pour le terme général au côté gauche on obtient 


(0 + o) Ao, o= (0 — 0) (B — 20 + 2 — o) Ag, o + 20 (y +0 — 1) Ao, o- 
pour l'équation aux différences à laquelle doit satisfaire le coefficient Ae, e; en y écrivant 
Ae, o = [y +0- 1] Bi, o, 
on aura pour Bo,- l'équation 
(0+ ©) Be, « = (8 — o) (B - 20+2— o) Bo-1, o + 26 Boi, o—1 » 
et on voit sans peine que les conditions aux limites sont 
Bo, —1— 0, Bo, 0+1 = 0, B,, 7 1. 
16. On a en particulier 


Bo, S (8 — 20 + 2) Bo, 0» Ba, 0 SR Bii; 8—1» 
et de là 
Bo, g= [8, Fr: 2}°, By, t5 de 


Les autres fonctions Be e sont des fonctions rationnelles et entières de 8, du degré 
Oo, données par l'équation aux différences; mais les coefficients numériques des 
différentes puissances de 8 n’admettent, à ce qu'il paraît, aucune expression simple; 
les fonctions Be, sont, pour ainsi dire, une espèce de transcendantes rationnelles 
propres pour exprimer la valeur de Z, ə, et il sera suffisant de tabuler les valeurs de 
Bə o Sans pousser plus loin la recherche de la loi de ces valeurs. On a en effet pour 
B, o Bı o, etc....B, , les valeurs 


1, 8 B(8-2), 8(8-2)(8-4, B(B-2)(8—4)(8—6), ete. … 


E 6-1, B°—-48+5, B—98+4i8—21, 
Le B—2 , B—-68+7, 
E> Hp g 
1. 


17. Puis en substituant pour A, o la valeur [y+o—1]" Bo,- on trouve 


Boo [r]? [8 + y — 20} 


1 
Lro -: [ 0J? À 


© 1 8+1 Fe er 
toi $ Bea [yI [r] [8 + y — 20] 


(> 1 o [p]? +e "s r—0—o 
+ [0 — o] [eF Do Be, lyte -Ir {rt [8+7 20] 


+ t L Baoly+0-1} P [8+y-207, 
19 
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Š 
ce qui est lexpression de Z,,4 dans la formule 


DAEBEY AS Ep" QT Rr 


T: (=y? à Le e A? (A Dee RY-t 
1 
4 z Lnr A" Q Ro, 


§ III. 


18. Je passe à présent au développement de 
(PT Q Dy Pe @ RY, (a=y- p), 


ou, ce qui est la même chose, 
(PDPA R. 


On a comme auparavant 


P~ Q: D, P°Q8RY m 48 Pa QET? RYE y Pa-1 QET RY + 2a Pe— Q8+: RY, 


et de là 


P~ Q D, Pr-8 Q8 RY = 48 PY- Q8+ RY — y Pr- Q8+ RY + 2 (y — B) Pr- Q8+ Ry, 


=46 (P - 20) Pr~ @* Rr- (y — P) (P — 20) PrP- V hry, 


c'est-à-dire 


P-1 Q: #58 PY-8 QÊ R= 18 PY-8-1 Q8+2 BRI (y pi B) Pr-8—2 QB+3 Ry», 


On peut donc écrire 
pa Q: D,Y PYr8 QE RY = s À, A PY-8— Q8+:" Rv+r 
mi (Y y PY-8-r-0 Q8+2"+0 RB+r 
2r—0 r, 0 


$ Cy N, „PY-8-» Q8+r Ry+, 
et on trouve pour N, o l'équation aux différences 
Nro — (B +2r +0 +1)N, on -(y—-8-r-0)N,,0=0, 
laquelle avec les conditions aux limites 
N,:=0, Nrin t Ne l, 


détermine le coefficient N, 4. 
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On a, en particulier 


N,4,0=(8 + 2r) MAR 
Nr, =(8+2r +1) N, ı+(y-8-r) Die 
N, s= (B + 2r + 2) N,:+(y—-8-r-1)N,:, 


Nu, r+1 = (y — B a 2r) N,, T3 
lesquelles donnent tout de suite 


N,,,=[8 +2r— 2, 2), N,,r=[y- 8, 2}. 


19, L’équation ressemble à celle pour L,e, et l’on pourrait croire que l'intégration 
s’'accomplirait d’une manière semblable, mais cela n’est pas ainsi; car en considérant la 
seconde équation de la suite, c’est-à-dire 


N,n,1-(8+2r+1)N,:=(y-8-7r)[8 +2r—92, —27, 
en y mettant 
N,1=[8+2r-1, -2Y M, 
on obtient 
[8+2r+1, — 27 (Mr, ı -M,:)=(y-8-7r)[8+2r—2, —27, 
et de là 
@-8-)[8+2r-2, -2 


RAT a TEE a, 


mais les facteurs du numérateur, et du dénominateur ne sont pas ici (ce qui arrivait 
dans l'équation pour la quantité dénotée auparavant par le même symbole M, ,) de la 
même forme, et il ny a pas de simplification dans la forme de la fraction. En écrivant 
successivement r —1, r—2,...2, 1, O pour r on trouve 


n (Y-8-1)8 (-8-2)(8+28 
MST PET RES TD ED. 


O L-rt Etr- 4)... (8+3)8 
(8+2r-1)...(8+5)(8+3) ’ 


et de là 


2 2 
N,,,=(8+92r—1)...(8+5)(8 +3) (x —B+ (y aini D LE re TPE f 


(y—8-—7+1)(8 + 2r — 4)... (8 +2) 
(B+2r —1)...(8+5)(8 +3) 


Il ne paraît pas que la suite en [ ] puisse être additionnée, et cela m'empêche de 
pousser plus loin la recherche de la forme des coefficients N, e; la solution, telle que 
je lai trouvée, est donc donnée par l'expression de (P1Q:D,) PY QP RY en termes des 
coefficients numériques W, 9, et par l'équation aux différences et conditions aux limites 
qui déterminent les coefficients M, e. 


e F 


19—2 
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§ IV. 
20. La première des identités du Prof. Donkin est 
De Q R= ("A [n — 7 QH; 
mais par une forme ci-dessus trouvée No. 9 en y écrivant n au lieu de y on a 


(—)"#1 4 
+ D, Rr= A” [n— 11° Q-a, 


et, en remarquant que DR” =— nQ R”, on voit que les deux formules sont identiques, 
et la vérité du théorème est ainsi démontrée. 


21. La seconde des deux identités est 
pP—”r+s— Qu: D,” Q~ Rs = p QD,)" Pr+s-1 Qi R-n+s 


On a par la formule (No. 10) en y mettant s au lieu de y et n+1 au lieu de r, 


(5 $ 
; Der RS — Dn, à dr Rs 


+ Lite, e A9 NU Rs-9 


+ ITAR n 7 GR R 
C T Gad iiel Cral kt S 


Dna Tr [n ii g~’ 


29, En renversant l’ordre des termes et mettant aussi Lys o= Vn-o, de manière 
que 


Ha [n4 — 0 P [2n— 0] [s-n+0- 1] 
ô z= = e a a aa 
Le 
on obtient 
a: | 
ee D, R! — V; ÀA? O Eii Rs" 
+ ye Are? A aai Rs-1+0 


+ V, i Rs, 


et en remarquant que D,R°=-—sQ"1R", et que l’on a aussi A = P? —4Q? et R= P —2Q, 
de manière que AR~ = (P + 2Q), l'équation peut s’écrire sous la forme 


Qrt P-n+s-1 D," Q~ R= (—) x Vs (P + 2Q)” P-1n+s-1 QR 
+ V, (R + 20)" P-n+s-1 Q+ Re 


+ V, pP—r+s— Qn Re, 
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et en développant les binomiels on obtient pour Q”+: P-n+s— Da Q— R° la valeur (—)} x 


(V) P= QR + (G AV, + y) Ps @ R+ H 2V, + mT 


nH (2 M FAV e FAP, E V PQ R, 


AV, + v.) P= Re 


Cela devrait être égal à 
(Pa Q: Dy Pr+s-1 Q R-n+s 


et le développement de cette dernière expression se déduit de celui (No. 18) de 
(EO Dy Pre Qr W 
en y écrivant n, —2n +1, —n +s au lieu de r, B, y; la valeur sera ainsi 


1 1 


= z Np, o PQR — gi Na PER + ons Nn PES OR ee + (Na, à PA QUE 


Qn—2 


laquelle a la même forme que le développement de la fonction au côté gauche de 
l'équation, et l'identité des deux expressions dépend des équations 


1 


on Nao=(—) Vo, 

1 n- [n] 1 

ge Mi (RE a+ vi), 

l (y (PT y AN UT 

ga N= (Sy? + Gp ? + V3), 


f = (20, + 2" V1... + 2Vna + Vn); 


mais comme on ne sait pas la forme générale des coefficients Na, ọ je mwai pas pu 
vérifier complètement ces équations. On a cependant en mettant n, — 2n +1, =-n+s 


pour r, B, y 
Na, Q— [- 1, + 2}" >» = (—)" [2n — 1, — 2)” >» = (—1) 2n [n = 1}, 
Ng 1=S$ [— 3, + ae, = (=) 15 [2n FE l + ere = (—)" 1 9-15 [n == me 


et les deux premières équations seront 
m-s fn"; s[n- fan lt [nf (n—1) (6m) 
où dans la seconde équation l'expression au côté droit est 
[2n + 2 (s —n)] [n — }]" = 2s [n - }]" = s [n 47, 
comme cela devrait être. La dernière équation de la suite est 
Na a= 2V, + 2 N, o. + Vna + Vn 


et comme on a Nn n= [n+s-— 1, —2]", cette dernière équation peut aussi se vérifier. 
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